١‏ لهندسة الفضائية :طرائق وأمثلة وتمارين محلولة 


1) كيف تثبت الإرتباط الخطى لشعاعين ؟ 


طريقة : التحقق أن مركبات الشعاعين متناسبة أو كتابة أحد الأشعة بدلالة الآخر 
iu =k V‏ 07 
8 ج و 2 چ 
مثال : الشعاعان 1,2-1 u‏ و 1ے 7 مرتبطين خطيا لأن سک 
2 33 3 3 
تطبيقات : إثبات استقامية ثلاث نقط أو تواز زي مستقيمين 


(2) كيف تثبت أن ثلاثة أشعة من نفس المستوي؟ 

طريقة(1) : - كتابة أحد الأشعة بدلالة الشعاعين الآخرين 

طريقة (2)- نبين وجود (0,0,0) ± (٥,ط,4)‏ بحيث : 0= تدع + ¥ ai +b‏ 

مثال : الأشعة (1,2,3) 7 و (2,5,4-) ۷ و (4,19,18-) W‏ هي من نفس المستوي لأن 
0= ص 37 + 26 

تطبيق : اثبات أن 4 نقط لحر,1(,0,8 هي من نفس المستوي 


3) كيف تثبت أن ثلاثة أشعة ليست من نفس المستوى ؟_ (أي تشكل أساسا في الفضاء) 


طريقة: نبين أن 0= در + 8:7 + ته تقبل حلا وحيدا (0,0,0) 
مثال : (7)1,2,3 و (2,5,4-)7 و (1,1,3) W‏ ليست من نفس المستوي لأن الجملة 
a—2b +1c =0‏ 
0= 16+ 55 + 24 4 تقبل حلا وحيدا (0,0,0) 
4b +36 =0‏ +3 


(4) كيف تعين شعاعا 7 عموديا 58 رف مر 


0= 77 
طريقة :إذاكان (ع,5,») » نبحث عن حل (٥,ط,4)#ختلف‏ عن (1(/0,)0) الب ٠‏ أ 


+3c =0‏ 28+ 
مثال : (1,2,3) #دو (2,1,7-) 7 :0= 7-7 و 0= 7# معناه 
-2a+b +76 =0‏ 
, اقلق لفلا سسا ا كيده 
ا 


1 (11, -13, 5 أو‎ a) Ea a فنجد‎ 
5D 5 5 5 


5)كيف تعين التمثيل الوسيطى لمستقبم معرف بنقطة_وشعاع (7, 4)= 2 
طريقة : ( 7) مستقيم يشمل نقطة۸ و 7 شعاع توجيه له» نفسر ت تحليليا : 72 c‏ 74 معناه . 1= ‘AM‏ 


+ 01 ع XxX‏ 
المستقيم الذي يشمل ( ,ج. ر ر,,×) 4 وشعاع توجيهه (ء,ط,4) 77 له التمثيل الوسيطي ‏ ,1+ ط= ر 
رج + z =ct‏ 
x =1+6t‏ 
مثال ( 1) : 5 مستقيم يشمل (4-,1,2) ۸ و شعاع توجيهه (1-,6,1) 7 . 07+ = ۸4۷1 معناه y=2+t  <teR‏ 
=-4-t‏ ج 
مثال (2) تعيين التمثيل الوسيطي للمستقيم ( ۸8) حيث (1-,1,2) 4 و (2,0,3) 8 
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XxX =t +1 


(2,4-,1) 48 هو شعاع توجيه للمستقيم (48) ومنه 48.+ - 4۷1 إذن التمثيل الوسيطي للمستقيم هور 16 ,21+2-= ر 
42-1 - ع 


1 0 5= ج2-برد 
مثال (3) ليكن المستقيم ( 7) المعرف بالجملة 5 0-6 8 عين نقطة وشعاع توجيه لهذا المستقيم ثم تمثيلا وسيطيا له 
= ج- x+y‏ 


جواب : من هذه الجملة وبطرح (1) من (2) نجد : ج-1= × وبتعويضها في (1) نحصل : yJ =-6+3z‏ 


حلول هذه الجملة إذن هي (6+32,2-, 1-2) 
XxX =1-t‏ 


المستقيم ( 7) إذن يمر من النقطة (6,0-,1) 4 و شعاع توجيه له (1,3,1-)77 والتمثيل الوسيطي له هو ع 6+31-= ر 
z =f‏ 


(6)كيف تعين المعادلة الديكارتية لمستوي يمر من نقطة ۸ و » شعاع ناظمی له؟_ ( »,۲)۸ 
طريقة : نسر تحليليا أن ۲ ع 1 معناه 0 = AM -u‏ 
مثال : ((3,2-,1) /, (4-,1,2) ۸) = م 
= ا 174 4 معناه 0= (2)2+4+(2- :)3 - (1- (x‏ 
ومنه معادلة 7 هي 13=0+ 27+ -3y‏ × 
تطبيق : تعيين ١‏ لمستوي الذي يمس الكرة في نقطة 


7 كيف تعين معادلة ديكارتية لمستو معين بثلاث نقط ۸و 8 و ° 
طريقة: (أ نبين أن الثقط ليست على استقامة واحدههة (ب) نيهي بات شعاع ناظمي م 
بحيث 0 - ۸:48 و 0= ۸۰4€ (ج) ثم نتبع الطريقة (6) السابقة 


مثال : بين أن النقط (1,0,3) ۸ و (1,3,2) 8 و (0,2,4) 0 تمثل مستويا 


0 1- 
الحل: 3 و 1 40 الشعاعان غير مرتبطين > خطيا ( النقط 1 ليست على استقامة واحدة ) ومنه النقط تشكل مستويا 
1 


1- 
نعين شعاعا ناظميا (ء,رط,ه) 7 للمستوي (480) : 0= 7:48 و 2156-0 أي( 0=و 3 و 0-ء+ ط2+a-‏ ) 
إذن (7)5,1,3 ومعادلة (480) هي من الشكل 0= 4+ 32+ ر+ ×5 وبتعويض إحداثيات إحدى النقط فيها نجد 14-0- 32+ بر+ :د480(:5) 
طريقة : نعين شعاعا ناظميا للمستوي ثم نطبق الطريقة السابقة 
مثال : (P)‏ المستوي الذي يشمل النقطة (2,3-,1) 4 و (vw)‏ اساس له 
حيث (1,1,4-) 7 و (3,1-,0) 7 


0 


5 0 ع عل + -a+b‏ 
(,5,») 7 شعاع ناظمي ل (5) ومنه 0= 7ر7 و 0= ”ر ومنه 173570272672 وبحل الجملة نجد (13,1,3) 7 
+c =0‏ 00-35 


ومنه معادلة (2) من الشكل 0= 4+ 3+ ر + ×13 وبماان (۲) ع 4 نجد 20-= 4 إذن معادلة(۲) 20-0- 32+ ر+ ×13 


(9) كيف تعين معادلة المستوي المحوري لقطعة مستقيمة [48] ؟ 
طريقة : تعيين1 منتصف القطعة[ 8 4] ثم تعيين معادلة المستوي الذي يشمل 1 و 48 شعاع ناظمي له 
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_ 
مثال : لتكن النقطتين (1,2-,2) 4 و(0,3,6) 8 » لدينا (1,1,4) 7 و | 48|4 
4 


x ¬—-1‏ 
(طا)ء(2.2,ع) M‏ معناه 0= 48 IM‏ و]|1- «ر|/11 
z -4‏ 
ومنه معادلة (۲) هي 9=0+ ج2- -2y‏ × 


0) كيف تعين المسقط العمودى لنقطة 


التمثيل الوسيطي ثم إيجاد غ) ب 0= ,د ۸ وأخيرا نجد إحداثيات 11 


1-1-3 
مثال: ( 7) مستقيم تمثيله الوسيطي و7 تيد و (2,1,5-) إرنقطة من الفضاء مسقطها العمودي على( م) هو ٤4‏ 

7 =-1-† 

XxX, =1-38‏ 3-38 3 
إحداثيات 11 تحقق الجملة /+2 - رر »ومنه | 1+۲ 4م وشعاعتوجيه (2) هو | 7|1 و 
GOT 2‏ 3- 24 5 
0= (6-1-)-(1+1) +( 3(3-3- لك ذم وبتعويض هذه القيمة في التمثيل الوسيطي نجد TT‏ 77 
(2) ولحساب المسافة بين النقطة ۸ والمستقيم (() نحسب المسافة 447 حيث1 هو المسقط العمودي للنقطة ۸ 
المثال السابق : 302 = AH‏ 
11 


1) كيف تعين المسقط العمودى لنقطة على مستوى والمسافة بين نقطة ومستوى؟ 


طريقة: (1) لتعيين المسقط العمودي للنقطة ۸ على المستوي ( 7) نعين أولا /: الشعاع الناظمي لهذا المستوي ثم نعين نقطة تقاطع المستقيم ( 7) الذي 
يشمل ۸ و /#شعاع توجيه له مع المستوي (2) 

مثال : تعيين المسقط العمودي 11 للنقطة (3-,1,2) 4 على المستوي (۶) ذو المعادلة 0 -8- 57+ ر- ×2 

حل : الشعاع الناظمي ل (۶) هو ٠  )2,-1,5(‏ المستقيم ( 8) ذي شعاع التوجيه ب والقوريهلل مودي على ( 5) ويقطعه في النقطة 11 


7 XxX =1+2f 
ر وإحداثيات 11 تحقق الجملة‎ =2-١ لتمثيل الوسيطي ل ( 8) هو‎ 
:ذ+3-- ج‎ 
Xy =1+2f 
رد کي وت 5 ,]و‎ a 
15 30 6 30 جره‎ 357 


0 >-8- ,52+ ى 1 - 2x,‏ 
(2) المسافة بين النقطة ۸ والمستوي (P)‏ هي المسافة بين النقطتينA‏ و 11 حيث 1هي المسقط العمودي ل هر على المستوي (P)‏ 


مثال : من المثال السابق نجد : = AH‏ 
30 


_ jax, +by „ +cz „, +d| 


AH = 
va? +b” +2 


ملاحظة : يمكن حساب المسافة بين النقطة ۸ والمستوي ( ۶) مباشرة باستعمال العلاقة 
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2) كيف نعين المستقيم العمودى مستقيمين ؟ والمسافة الأصغرية بين مستقيمين؟ 


طريقة : (7) المستقيم ذي شعاع التوجيه ى ويشمل ۸ و (/() مستقيم يشمل 
8 و م شعاع توجيهه . 

نفكك الشعاع MN - 1/4 +48 + BN‏ وبما أن ديه - AM‏ و 

BN = 67‏ نكتب مركبات الشعاع 7477 بدلالة به و /. 

1/17 u =0 يجب أن يكون عموديا على كل من „ و 7 .ومن العلاقتين‎ N 
MN ومنه‎ Nو‎ M و 0- دم 1/77 يتم تعيين /0 و 6 ثم النقطتين‎ 


مثال: (()مستقیم معرف ب: (1,1,0) 4 و (2,0,1) 7 و (/() مستقيم 
معرف ب: (3-,0,1) 8 و (1,3,1-) 7 

لتكن M1‏ نقطة من( ) و N‏ نقطة من (/7) » نفكك الشعاع 

MN - 114 +48 + BN‏ » وعلما أنه يوجد 0 و 6 بحیث #دبه - 414 و 67 - BN‏ يكون لدينا 67 + 8ل + ¢-= MN‏ و منه 
مركبات 1/177 هي (8 +0-3-,/8,3/-1-ي26-) 


نحل الجملة لاك لكل ۳ 0 - 08 +2-26-4-3-«4- 7 0 اك 
2a+1+6+96-4-3+6 =0 MN» =0‏ 18 18 

5 ET -5 11 9 -10  -9 
MN = : ا 7 وبالتالي المسافة الآصغرية بين المستقيمين هي‎ M منه تيع‎ 
"0 * Va 78-618 و‎ 18J 
5 طريقة :إذا كان المستويان متقاطعين نعين تمثيلا وسيطيا لمستقيم التقاطع ( (7) بحل جملة المعادلتين‎ 
للمستويين ( )و (/۶) وبوضع أحد المجاهيل كوسيط سر‎ 
^ : مثال: 4=0- 37+ ر- ×2 :(۶) و 1=0- 11+ ر2- ×3 :(/۶) كل نقطة مشتركة تحقق‎ 


4=0- 37+ بر %×2| 0 ج4-3- n - 717 .__ | 28 -y‏ 
ومنه وتكافئ 
1=0- ج11+ 3x -2y‏ ج1-11= E - 13200 3x -2y‏ 
XxX =5f +7‏ 
0 13= ر 4 وهو التمثيل الوسيطي للمستقيم ( 7) الذي يشمل (7,10,0) 4 و (5,13,1) 7 شعاع توجيه له 


ا وبوضع 1= ج نجد 


(۸) 


1و2 في معادلة ( م) نحصل على )» إذا كنت الجملة تقبل حلا وحيدا فإن (۸) يقطع ( 2) في نقطة واحدة ۸ Y7‏ 
Xx =1+t‏ 


مثال(1) : (۸) تمثيله الوسيطي 1+2-= 42 و (5)معادلته 1-0- 11+ -2y‏ ×3 


3= ج 
1 
= 
8 
XxX =1+t‏ 9 
+2 +1-- ر ك 3 75 
نحل الجملة > " “التحة بالتالى (۸) ية 5) في النقطة | ,= ,“ 
كت 0 يدرف الم ركنا في 3 4 ع6 
0 -1- ج11+ 3x -2y‏ 4 
3- 
4 
8 
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ملاحظة : إن تقاطع مستوي ومستقيم إما خال إذا كان المستقيم والمستوي متوازيان أو مستقيما إذا كان المستقيم محتوى في المستوي أو نقطة إذا كان 
لک ينطع ال ع 


X=t 
01 =-1 مثال (2): ( 7)تمثيله الوسيطي +1 ع† 1-61-= ل١ و (6)معادلته 0= 7+3- + ×5 . بالتعويض في معادلة المستوي نجد‎ 
2-3-+ 
لايوجد حل . و (1-,6-,1) ##شعاع توجيه (() و (1-,5,1) 7 شعاع ناظمي ل ( 2) ونلاحظ 0= ١ر7 ومنه المستقيم يوازي المستوي‎ 
وبالتالي تقاطعهما خال‎ 
XxX =1+t 
. 01 =0 ر + × بالتعويض في معادلة (۲) نجد:‎ +z = مثال(3) : ( ) تمثيله الوسيطي +- 2- - 1 و (۶) معادلته0‎ 
z =1 


كل قيم ) هي حلول لهذه المعادلة و بالتالي كل نقط المستقيم ( () تنتمي الى المستوي ( 2). إذن المستقيم ( () محتوى في (2) 


طريقة: نعرف المستقيمين بتم ته الوسر . إذاكانت الجملة من 3 معادلات لمجهولين تقبل حلا وحيدا فإن المستقيمين يتقاطعان في نقطة . 


1+1 --4+ 3+“ x د‎ 4+2“ x =1+t 
=1 مثال (1): 1+21-= ر :(2) و 3-8= ر :(() بحل الجملة 3-8= +2 +4-1 نجد 2= و‎ 
3 =-13+ 71 اا ا داج‎ z =3 


بتعويض 2- - : في جملة ( ) نجد (6-,5-,1=)=(ج,«,×) ونعوض 1 - // في جملة (/2) نجد (6-,5-,1-)=(2,«,×) 
إذن (6) و (() يتقاطعان في نقطة (6-,5-,1-) 4 


x= A+ XxX --2+ 1‏ 
مثال( )2 t'eR diy --1-+ tER‏ ' 2ح نر 4: رك 
4# +3- ج 2A2‏ 
5 7 
1- | و | 3- | ,م#شعاعا توجيههما . نلاحظ أنهما غير مرتبطبن خطيا و بالتالي ,4 و رك غير متوازيين » فهما إما متقاطعان أو لا ينتميان 
4 2 
5 +2--74+71ك 
لنفس المستوي . و عليه نحل الجملة -1-= 4-3 نجد 00 . النقطة من ,4 من أجل 1- - + هي (1-,7,0-) والنقطة من رل 
3+4 = 2 


من أجل 0= هي (7,0,0-) إذن المستقيمان ,4 و ,4 ليسا من نفس المستوي. 


طريقة لكين شط م ر زار تیوک yJ,X‏ ,ج في المعادلة الديكارتية للكرة » نحصل معادلة من الدرجة الثانية » إذا كانت 
O N O‏ ا ت 
مثال : (ى) كرة معادلتها : 0= 4+ 47+ 2-21 ج +2 برج > عرو (4) مستقيم تمثيله 


2 +1 عن 
الوسيطي +1-= ر ١‏ بتعويض ×, ر , ج في المعادلة الديكارتية للكرة نجد 0 - 2+ 6 
z =-3+1‏ 


ومنه 0= = .من أجل 0= ا نجد 1= ×,[= ر,3-= چ 
و = = ل 2 


5 2 0 2 1 
و 0 يقل ي فن وو وو اه 
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(16) كيف تعين تقاطع كرة مع مستوي ؟ 
R‏ = 0181 التقاطع هو نقطة 0 = 081 التقاطع هودائرة نصف قطرها +1[ +081>1 التقاطع دائرة مركزها 1 


1 n 
2 > 
1 


+5 --- س سے 2 


طريقة : لدراسة تقاطع مستوي وكرة نعين المسقط العمودي 11 لمركز الكرة 0 على المستوي ثم نحسب المسافة 011 ٠‏ إن تقاطع كرة ومستوي إما خال 
(إذا كانت المسافة أكبر من نصف قطرالكرة) وإما نقطة (إذا كان المستوي مماس للكرة) وإما دائرة ( إذا كانت المسافة أقل من اوتساوي نصف قطر الكرة ) 
مثال:نعتبر الكرة ( 5) التي مركزها (1,1-,2) ص ونصف قطرها 3= ۸ » ونعتبر المستوي (2) الذي معادلته 0 =1+ +z‏ 2 - × 

35 00 2+2+1+1 1 
إن المسافة بين النقطة رم والمستوي (5) هي را تا ورين وبما أن 3= ۸ > 6/. فان (5) و ( 5) يتقاطعان وفق 


1+4+1لء 


دائرة (ع) مركزها النقطة 11 المسقط العمودي ل س على ( 2) ونصف قطرها ۲ » وبتطبيق نظرية فيثاغورس في المثلث 015714 القائم في 11 نجد : 


2 ب ”م - 72 ومنه 3= 13-6 = . و ]28 هو نقطة تقاطع المستقيم (6)المار من ص والعمودي على (ص)» ولدينا (2,1-,1) هو 


+2 جدعنر 
شعاع ناظمي ل ( 2) ومنه شعاع توجيه ل ( 7) وبالتالي التمثيل الوسيطي ل ( 7) هو : 27 -1- - ر 1 وبحل الجملة وتعويض #, ر, ج في معادلة 
=1+t‏ ج 


(5)نجد 1--غ ومنه 1= ×و 1= ر و 0= ج إذن تقاطع (ماو ('3)اهي الدائرة 6 ذات المركز (1,1,0) ۸1 ونصف القطر 3 


طريقة : تعيين تقاطع ثلاث مستويات يعود الى حل جملة ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل . التقاطع قد يكون : 
خاليا أو نقطة (إذاكانت الجملة تقبل حلا وحيدا ) أو مستقيما (إذاكانت الجملة تقبل عددا غير منته من الحلول مكتوبة بدلالة وسيط وحيد) أو مستويا 
(إذا كانت المستويات متطابقة) 

(P,) : 2x -y +2z -1- 0 c(P,) : 2x +y +3=0 › رط)‎ : 4x برع‎ +z +10=0 : مثال‎ 


4 2 2 
1س » | 1)رn ٠‏ |1-|,# أشعة ناظمية ل (6) . (ر٨)‏ › (,2) على الترتيب 
1 0 2 


ليست مرتبطة خطيا مثنى مثنى و بالتالي فالمستويات متقاطعة مثنى مثنى وفق مستقيه 


: 10-0 4 
(أ) تقاطع (2) ٠‏ (,2) : لیکن ( 8 ) مستقيم تقاطعهما 0 


2x + +3- 0‏ 
12-1 
نضع ] = 2 لنحصل على تمثيل وسيطي ل ( 1 )و هو 3-2-= رإ;R‏ ع 1 
کڪ چ 
1 
(ب) تقاطع ( 2 ) و )٨(‏ :| 2- | شعاع توجيه ل(1) ونلاحظ أن 0= ”.1 إذن ( 2 ) يوازي (,) . 
2 


(7- ; 3- ;۸)0 نقطة من ( 1 ) ولكن ((,2) © 4) و بالتالي ©= )۶,(۸)۲,(۸)٨,(‏ 
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